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௑݂ೌ,ೞ೐ೝೡ, ௑݂ೌ,௑೘, ௑݂೗, ௑݂೘,ೞ೐ೝೡ, ௒݂, ௒݂೟ೝೠ೐, ௒݂೟ೝೠ೐,௑೗, ௒݂೟ೝೠ೐|௑೗, ௒݂೟ೝೠ೐,௑೗ஸ௫ೌ, ௒݂೟ೝೠ೐,௑೗வ௫ೌ ൌ probability density 
functions 
ܨ௒, ܨ௒ೌ೑೑, ܨ௒ೌ೑೑ห൫௑ೌ,ೞ೐ೝೡ,௑೘,ೞ೐ೝೡ൯, ܨ௒೟ೝೠ೐, ܨ௒೟ೝೠ೐|൫௑ೌ,ೞ೐ೝೡ,௑೘,ೞ೐ೝೡ൯ ൌ cumulative distribution functions 




ݔ௔, ݔ௔,௦௘௥௩, ݔ௟, ݔ௠, ݔ௠,௦௘௥௩, ݕ ൌ values assumed by random variables 
ݔ௔,ௗ௘௦, ݔ௠,ௗ௘௦, ݔௗ௘௦ ൌ desired applied stresses 
ݔ௔,௦௬௦௧, ݔ௠,௦௬௦௧ ൌ systematic errors in the applied stresses 
ݔ௔, ݔ௔,௦௘௥௩, ݔ௟, ݔ௠, ݔ௠,௦௘௥௩ ൌ lower limits of integration 









ݕ௔௙௙ோೞ೐ೝೡ, ݕ௔௙௙ଵିோೞ೐ೝೡ ൌ ሺ1 െ ܴ௦௘௥௩ሻ‐th and ܴ௦௘௥௩‐th quantiles of the affected random fatigue life 









ߤ௔,௦௘௥௩, ߤ௟, ߤ௠,௦௘௥௩, ߤ௧௥௨௘, ߤ௧௥௨௘|௟ ൌ location parameters 
































































then the random fatigue life is a conditional random variable, denoted as  ௧ܻ௥௨௘ (i.e.,  ௧ܻ௥௨௘ ൌ






























௧ܻ௥௨௘| ௟ܺ (i.e.,  ௧ܻ௥௨௘| ௟ܺ ൌ ௧ܻ௥௨௘|ሺܺ௔ ൌ ݔ௔, ܺ௠ ൌ ݔ௠, ௟ܺ ൌ ݔ௟ሻ). If, in agreement with the random 
fatigue limit model [23,24],  ௧ܻ௥௨௘| ௟ܺ is supposed to be a location‐scale random variable with pdf 
denoted as  ௒݂೟ೝೠ೐|௑೗, then: 







௒݂೟ೝೠ೐,௑೗൫ݕ, ݔ௟; ݔ௔, ݔ௠, ߤ௧௥௨௘|௟, ߪ௧௥௨௘|௟, ߤ௟, ߪ௟൯ ൌ ଵఙ೗ఙ೟ೝೠ೐|೗ ݃௒೟ೝೠ೐|௑೗ ൬
௬ିఓ೟ೝೠ೐|೗






௒݂೟ೝೠ೐,௑೗ஸ௫ೌ൫ݕ; ݔ௔, ݔ௠, ߤ௧௥௨௘|௟, ߪ௧௥௨௘|௟, ߤ௟, ߪ௟൯ ൌ ׬ ଵఙ೗ఙ೟ೝೠ೐|೗ ݃௒೟ೝೠ೐|௑೗ ൬
௬ିఓ೟ೝೠ೐|೗







stress,  ௒݂೟ೝೠ೐,௑೗வ௫ೌ, is equal to zero (i.e.,  ௒݂೟ೝೠ೐,௑೗வ௫ೌ ൌ 0). According to the Total Probability 
Theorem and taking into account Equation (5), the pdf of  ௧ܻ௥௨௘ can be easily obtained: 
௒݂೟ೝೠ೐൫ݕ; ݔ௔, ݔ௠, ߤ௧௥௨௘|௟, ߪ௧௥௨௘|௟, ߤ௟, ߪ௟൯ ൌ ௒݂೟ೝೠ೐,௑೗ஸ௫ೌ ൅ ௒݂೟ೝೠ೐,௑೗வ௫ೌ ൌ 
ൌ ׬ ଵఙ೗ఙ೟ೝೠ೐|೗ ݃௒೟ೝೠ೐|௑೗ ൬
௬ିఓ೟ೝೠ೐|೗





since the events  ௟ܺ ൑ ݔ௔ and  ௟ܺ ൐ ݔ௔ form a partition of the event space. 


























By integrating the product ൫ ௒݂೟ೝೠ೐ · ௑݂ೌ,௑೘൯ with respect to ݔ௔ and ݔ௠, over the ranges of variation 
of both ܺ௔ and ܺ௠, the marginal pdf of ܻ,  ௒݂, can be obtained as: 
௒݂ሺݕ; ߤ௔, ߪ௔, ߤ௠, ߪ௠, ࣖ௧௥௨௘ሻ ൌ 









ܨ௒ሺݕ; ߤ௔, ߪ௔, ߤ௠, ߪ௠, ࣖ௧௥௨௘ሻ ൌ 
ൌ ׬ ׬ ௑݂ೌ,௑೘ሺݔ௔, ݔ௠; ߤ௔, ߪ௔, ߤ௠, ߪ௠ሻ · ܨ௒೟ೝೠ೐ሺݕ; ݔ௔, ݔ௠, ࣖ௧௥௨௘ሻ݀ݔ௔௫ೌ௫ೌ ݀ݔ௠
௫೘
௫೘ ,  (9) 
where ܨ௒೟ೝೠ೐  denotes the cdf of  ௧ܻ௥௨௘ (i.e., ܨ௒೟ೝೠ೐ ൌ ׬ ௒݂೟ೝೠ೐݀ݕ௬ିஶ ). 
In particular, according to model (7), Equation (9) yields: 
ܨ௒ሺݕ; ߤ௔, ߪ௔, ߤ௠, ߪ௠, ࣖ௧௥௨௘ሻ ൌ 
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ߤ௔ ൌ ݔ௔,ௗ௘௦ ൅ ݔ௔,௦௬௦௧  
and 

















ܨ௒ೌ೑೑൫ݕ; ݔ௔,ௗ௘௦, ݔ௔,௦௬௦௧, ߪ௔, ݔ௠,ௗ௘௦, ݔ௠,௦௬௦௧, ߪ௠, ࣖ௧௥௨௘൯ ൌ 





































applied stresses ݔ௔ and ݔ௠ and, thus, to set ݔ௔,ௗ௘௦ ൌ ݔ௔,௦௘௥௩ and ݔ௠,ௗ௘௦ ൌ ݔ௠,௦௘௥௩. In particular, 
the reliability in service evaluated at a specific service fatigue life ݕ but affected by the uncertainty 
in the applied stress during testing, ܴ௔௙௙,௦௘௥௩௬, can be obtained from ܨ௒ೌ೑೑  by setting  
ݔ௠,ௗ௘௦ ൌ ݔ௠,௦௘௥௩ and ݔ௔,ௗ௘௦ ൌ ݔ௔,௦௘௥௩, and is therefore equal to: 
ܴ௔௙௙,௦௘௥௩௬൫ݕ; ݔ௔,௦௘௥௩, ݔ௔,௦௬௦௧, ߪ௔, ݔ௠,௦௘௥௩, ݔ௠,௦௬௦௧, ߪ௠, ࣖ௧௥௨௘൯ ൌ 













௧ܻ௥௨௘. In particular, if ݕ௔௙௙ோೞ೐ೝೡ  denotes the ሺ1 െ ܴ௦௘௥௩ሻ‐th quantile of the distribution of  ௔ܻ௙௙ and 














fatigue lives given that ܺ௔,௦௘௥௩ ൌ ݔ௔,௦௘௥௩ and ܺ௠,௦௘௥௩ ൌ ݔ௠,௦௘௥௩ and they must be more properly 






ܨ௒ೌ೑೑൫ݕ; ߤ௔,௦௘௥௩, ߪ௔,௦௘௥௩, ݔ௔,௦௬௦௧, ߪ௔, ߤ௠,௦௘௥௩, ߪ௠,௦௘௥௩, ݔ௠,௦௬௦௧, ߪ௠, ࣖ௧௥௨௘൯ ൌ 






ܨ௒೟ೝೠ೐൫ݕ; ߤ௔,௦௘௥௩, ߪ௔,௦௘௥௩, ߤ௠,௦௘௥௩, ߪ௠,௦௘௥௩, ࣖ௧௥௨௘൯ ൌ 































is distributed as a Normal random variable with mean ߚ଴ ൅ ߚଵ൫ݔ௔,ௗ௘௦ ൅ ݔ௔,௦௬௦௧൯ and standard 
deviation ߪ௔௙௙ ൌ ඥߪ௧௥௨௘ଶ ൅ ߚଵଶߪ௔ଶ. Therefore, ܨ௒ೌ೑೑  is given by: 












ܴ௧௥௨௘,௦௘௥௩௬൫ݕ; ݔ௔,௦௘௥௩, ߚ଴, ߚଵ, ߪ௧௥௨௘൯ ൌ 1 െ Φቆ
ݕ െ ൫ߚ଴ ൅ ߚଵݔ௔,௦௘௥௩൯
ߪ௧௥௨௘ ቇ. 
Since both  ௔ܻ௙௙ and  ௧ܻ௥௨௘ are Normal distributed, then the ሺ1 െ ܴ௦௘௥௩ሻ‐th quantile of the 
distributions of  ௔ܻ௙௙ and  ௧ܻ௥௨௘ can be respectively computed as: 
ݕ௔௙௙ோೞ೐ೝೡ ൌ ߚ଴ ൅ ߚଵ൫ݔ௔,௦௘௥௩ ൅ ݔ௔,௦௬௦௧൯ െ ݖோೞ೐ೝೡඥߪ௧௥௨௘









ݕோೞ೐ೝೡ,%௘ ൌ 100ቆට1 ൅ ቀ ఉభఙ೟ೝೠ೐ቁ





ܨ௒ೌ೑೑൫ݕ; ߤ௔,௦௘௥௩, ߪ௔,௦௘௥௩, ݔ௔,௦௬௦௧, ߪ௔, ߚ଴, ߚଵ, ߪ௧௥௨௘൯ ൌ 





ቍ ݀ݔ௔,௦௘௥௩ାஶ଴   (21) 
and 
ܨ௒೟ೝೠ೐൫ݕ; ߤ௔,௦௘௥௩, ߪ௔,௦௘௥௩, ߚ଴, ߚଵ, ߪ௧௥௨௘൯ ൌ 








variable with mean ߚ଴ ൅ ߚଵ൫ߤ௔,௦௘௥௩ ൅ ݔ௔,௦௜௦௧൯ and standard deviation ටߪ௧௥௨௘ଶ ൅ ߚଵଶ൫ߪ௔ଶ ൅ ߪ௔,௦௘௥௩ଶ ൯, 
and  ௧ܻ௥௨௘ is distributed as a Normal random variable with mean ߚ଴ ൅ ߚଵߤ௔,௦௘௥௩ and scale 
parameter ටߪ௧௥௨௘ଶ ൅ ߚଵଶߪ௔,௦௘௥௩ଶ . Therefore, ܴ௔௙௙,௦௘௥௩௬ and ܴ௧௥௨௘,௦௘௥௩௬ become: 












Since both  ௔ܻ௙௙ and  ௧ܻ௥௨௘ are Normal distributed, then the ሺ1 െ ܴ௦௘௥௩ሻ‐th quantile of the 
distributions of  ௔ܻ௙௙ and  ௧ܻ௥௨௘ can be easily computed as: 
ݕ௔௙௙ோೞ೐ೝೡ ൌ ߚ଴ ൅ ߚଵ൫ߤ௔,௦௘௥௩ ൅ ݔ௔,௦௬௦௧൯ െ ݖோೞ೐ೝೡටߪ௧௥௨௘
ଶ ൅ ߚଵଶ൫ߪ௔ଶ ൅ ߪ௔,௦௘௥௩ଶ ൯  (25) 
and 





ݕோೞ೐ೝೡ,%௘ ൌ 100൮ඩ1 ൅
൬ ഑ೌ഑೟ೝೠ೐ ഁభ⁄ ൰
మ




fatigue strength of the material, ߪ௔,௔௙௙, can be defined as ߪ௔,௔௙௙ ൌ ߪ௔௙௙ |ߚଵ|⁄ . Since ߪ௔௙௙ ൌ
ඥߪ௧௥௨௘ଶ ൅ ߚଵଶߪ௔ଶ, it can be shown that: 
ߪ௔,௧௥௨௘ଶ ൌ ሺߪ௧௥௨௘ ߚଵ⁄ ሻଶ ൌ ߪ௔,௔௙௙ଶ െ ߪ௔ଶ.  (28) 
By taking into account Equation (28), Equation (27) can be finally rearranged as: 














ߪ௔,௦௘௥௩ ൑ ߪ௔,௧௥௨௘ then ߪ௔,௦௘௥௩ଶ ൑ ߪ௔,௔௙௙ଶ െ ߪ௔ଶ or, equivalently: 
ߪ௔,௔௙௙ଶ ൒ ߪ௔,௦௘௥௩ଶ ൅ ߪ௔ଶ.  (30) 
By taking into account Equation (29), Equation (30) finally yields: 
ݕோೞ೐ೝೡ,%௘ ൑ 100ቆට1 ൅ ଵଶ൫ఙೌ,ೞ೐ೝೡ ఙೌ⁄ ൯మ െ 1ቇ,  (31) 
where the maximum value of ݕோೞ೐ೝೡ,%௘ is equal to 22.5% and is achieved for ߪ௔,௦௘௥௩ ൌ ߪ௔. 
Figure 1 depicts, for different values of the ratio ߪ௔,௔௙௙ ߪ௔⁄  (ranging from 1.5 to 10), the variation 












































































































ܿ௜ ൌ ߲ܺெ஺௑ ߲ݔ௜⁄
ݑ௜ሺܺெ஺௑ሻ ൌ ܿ௜ ߂௜ ݀௜⁄  
Axial 
stress  ܺ௔௫௟  B 
ݔௗ௘௦ േ 1% ݔௗ௘௦ ൌൌ ሺ460 േ 4.6ሻ MPa  0  ‐  ‐  1  0 
Bending 
stress  ܺ௕௡ௗ  B 
2.5% ݔௗ௘௦ ൌ ൌ 11.5 MPa 
േ2.5% ݔௗ௘௦ ൌൌ േ11.5 MPa  Normal  3  1 
. 025
3 ݔௗ௘௦ ൌ ൌ 3.8 MPa 
  ܺெ஺௑ ൌ ܺ௔௫௟ ൅ ܺ௕௡ௗ    ݔெ஺௑ ൌ 466.9 MPa    Normal 
Combined Standard Uncertainty
ݑ௑ಾಲ೉ ൌ ටݑ௑ೌೣ೗ଶ ൅ ݑ௑್೙೏ଶ  
3.8 MPa 



















ߚଵ ൌ െ0.014 and ߪ௔௙௙ ൌ .169), it is possible to obtain an estimate of ߪ௔,௔௙௙ as follows: 
ߪ௔,௔௙௙ ൌ ߪ௔௙௙ |ߚଵ|⁄ ൌ 12.1 MPa. 
In case of a Normal distributed applied service stress with mean ߤ௔,௦௘௥௩ ൌ 460 MPa and standard 
deviation ߪ௔,௦௘௥௩ equal to ߪ௔, the maximum value of ݕோೞ೐ೝೡ,%௘ can be computed (Equation (29)): 










































corresponding to ߪ௔,௔௙௙ ߪ௔⁄ ൌ 3.0 and ߪ௔,௦௘௥௩ ߪ௔⁄ ൌ 1. In case ߪ௔,௦௘௥௩ ൌ ߪ௔,௧௥௨௘ ൌ ටߪ௔,௔௙௙ଶ െ ߪ௔ଶ, 
the minimum value of ݕோೞ೐ೝೡ,%௘ can be computed (Equation (31)): 
ݕோೞ೐ೝೡ,%௘ ൌ 100 ൬ට1 ൅ ଵଶሺሺଵଶ.ଵ ଷ.଼⁄ ሻమିଵሻ െ 1൰ ൌ 2.8%. 
It can be approximately estimated also through Figure 1 by conservatively considering the 
intersection between the curve corresponding to ߪ௔,௔௙௙ ߪ௔⁄ ൌ 3.0 and the thick line. 
Through Equations (23) and (24) and according to the computation made in Table 1 (i.e., by setting 











(i.e., 100 ቀܴ௔௙௙,௦௘௥௩௬ െ ܴ௧௥௨௘,௦௘௥௩௬ቁ ܴ௧௥௨௘,௦௘௥௩௬ൗ ) is negative (i.e., predictions are conservative) 
with absolute values larger than 13%. 



















































































ߤ௒|௑ ൌ ߚ଴ ൅ ߚଵݔ,  (A.2) 
where ߚ଴ and ߚଵ are two constant coefficients. As a consequence the cdf of ܻ|ܺ, ܨ௒|௑, is given by: 
ܨ௒|௑ ൌ Φ൬௬ିሺఉబାఉభ௫ሻఙೊ|೉ ൰.  (A.3) 
Since the Normal distribution is a location‐scale distribution, both ܺ and ܻ|ܺ are linear 
transformations of standard Normal random variables as follows: 
ܺ ൌ ߤ௑ ൅ ߪ௑ܼ௑,  (A.4) 
and 






ܻ ൌ ሺߚ଴ ൅ ߚଵܺሻ ൅ ߪ௒|௑ܼ௒|௑, (A.6) 
and the cdf of ܻ, ܨ௒, corresponds to the marginal cdf of ܻ|ܺ: 














standard deviation equal to ටሺߚଵߪ௑ሻଶ ൅ ߪ௒|௑ଶ . Therefore, ܻ can be expressed as: 
ܻ ൌ ሺߚ଴ ൅ ߚଵߤ௑ሻ ൅ ܼටߚଵଶߪ௑ଶ ൅ ߪ௒|௑ଶ ,  (A.9) 
where ܼ is a standard Normal random variable. Since, according to Equation (A.9), ܻ is a linear 
transformation of ܼ, it follows that ܻ is a Normal random variable with mean equal to ߚ଴ ൅ ߚଵߤ௑ 





൫ߤ௔,௦௘௥௩ ൅ ݔ௔,௦௜௦௧൯, ߪ௑ is equal to ߪ௔,௦௘௥௩ and ߪ௒|௑ is equal to ඥߪ௧௥௨௘ଶ ൅ ߚଵଶߪ௔ଶ, then the cdf in the 
right‐hand side of Equation (23) follows. Finally, if, in Equations (A.7) and (A.10), ߤ௑ is equal to 
ߤ௔,௦௘௥௩, ߪ௑ is equal to ߪ௔,௦௘௥௩ and ߪ௒|௑ is equal to ߪ௧௥௨௘, then the cdf in the right‐hand side of 
Equation (24) follows. It is worth noting that, since the applied alternating stress cannot be 
negative, in Equations (17), (21) and (22) the lower limit of integration is equal to 0 rather than to 
െ∞ as in Equation (A.7). However, if the pdf of ܺ is assumed to tend to 0 for negative values of ܺ 
(i.e., the probability of having negative values approaches 0), then setting the lower limit of 
integration in Equation (A.7) equal to 0 gives raise to negligible approximations which do not 
modify the obtained results. 
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